
Convergence de la méthode QR

Théorème
Soit A ∈ GLn (C) de valeurs propres simples de modules tous différents.
Il existe donc P ∈ GLn (C) tel que A = PΛP−1 avec Λ = diag (λ1, . . . , λn) et
|λ1| > · · · > |λn| > 0.

On suppose que P−1 admet une factorisation LU .
Alors la suite (Ak)k>1 de la méthode QR converge vers Λ.

La continuité de ϕ−1 vient de la méthode de calcul de la décomposition QR.

DÉMONSTRATION
D’après la définition de la méthode QR, pour tout k > 1, Ak+1 = RkQk où QkRk

est la décomposition QR de Ak.

Il est immédiat que ∀k > 1, Ak+1 = RkQk = Q∗kAkQk

car Qk est unitaire.

Par récurrence immédiate, ∀k > 1, Ak+1 = Q∗kAQk où Qk =
k∏
i=1

Qi.

On remarque que ∀k > 1, Ak = QkRk oùRk =
k−1∏
i=0

Rk−i.

En effet Q1(R1Q1) . . . (R1Q1)R1 = Q1(Q2R2) . . . (Q2R2)R1 = . . .

On note P = QR et P−1 = LU les factorisations QR et LU respectives.
Alors

∀k > 1, Ak = PΛkP−1 = QR(ΛkLΛ−k)ΛkU.

On a ∀k > 1, ΛkLΛ−k =
(
λkiLijλ

−k
j

)
ij

triangulaire inférieure à diagonale de 1.
De plus

∀k > 1, ∀i > j,
(
ΛkLΛ−k

)
ij

=

(
λi
λj

)k
Lij −→

+∞
0.
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Donc
lim

k→+∞
ΛkLΛ−k = In.

En particulier,
lim

k→+∞
R(ΛkLΛ−k)R−1 = In.

Pour tout k > 1, on note Q̃kR̃k la factorisation QR de R(ΛkLΛ−k)R−1.

CommeUn(C) est compact, il existe une sous-suite (Qψ(k))k>1 de (Qk)k>1, conver-
geant vers une limite Q̃ ∈ Un(C).
Alors

∀k > 1, R̃ψ(k) = Q̃−1ψ(k)RΛψ(k)LΛ−ψ(k)R−1 −→
+∞

Q̃−1.

La sous-suite (Rψ(k))k>1 converge vers une limite R̃ ∈ T+
n (C).

Ainsi à la limite, In = Q̃R̃ avec Q̃ ∈ Un(C) et R̃ ∈ T+
n (C).

Par unicité de la décomposition QR,

Q̃ = R̃ = In.

Comme on peut tenir ce raisonnement pour toute sous-suite convergente de (Qk)k>1,
on en déduit que cette suite à pour unique valeur d’adhérence Q̃ = In. Comme
cette suite est bornée, elle converge vers In.
On en déduit immédiatement que la suite (Rk)k>1 converge vers R̃ = In.

Par ailleurs

∀k > 1, Ak =
[
RΛkLΛ−kR−1

]
RΛkU = (QQ̃k)(R̃kRΛkU) = QkRk.

Comme pour tout k > 1, la matrice R̃kRΛkU est triangulaire supérieure. Il existe
Dk ∈Mn (C) diagonale tel que

DkR̃kRΛkU ∈ T+
n (C) et ∀i ∈ [[1;n]] , |(Dk)i,i| = 1.

Par unicité de la décomposition QR,

∀k > 1,

{
Qk = QQ̃kD

∗
k

Rk = DkR̃kRΛkU
.
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Comme A = A1 = QRΛR−1Q∗,

∀k > 1, Ak+1 = Q∗kAQk
= (DkQ̃

∗
kQ
∗)(QRΛR−1Q∗)(QQ̃kD

∗
k)

= DkQ̃
∗
kRΛR−1Q̃kD

∗
k.

Pour tout k > 1, on pose Bk+1 = Q̃∗kRΛR−1Q̃k.
D’après précédemment, la suite (Bk)k>2 converge et lim

k→+∞
Bk = RΛR−1.

Donc pour tout k > 1,

Ak+1 = DkBk+1D
∗
k

= Dk

(
n∑
l=1

(Bk+1)il(D
∗
k)lj

)
ij

= Dk

(
(Bk+1)ij(D

∗
k)jj
)
ij

=
(
(Dk)ii(Bk+1)ij(D

∗
k)jj
)
ij

= diag ((Bk+1)1,1 . . . (Bk+1)n,n) car Dk est diagonale
= diag (Bk+1) .

Or

RΛR−1 = R

(
n∑
l=1

Λil(R
−1)lj

)
ij

= R
(
λi(R

−1)ij
)
ij

=

(
n∑
l=1

Rilλl(R
−1)lj

)
ij

=

(
1[i;+∞[(j)

j∑
l=i

Rilλl(R
−1)lj

)
ij

car R est triangulaire supérieure.

Comme les coefficients diagonaux de R−1 sont les inverses respectifs des coeffi-
cients diagonaux de R, RΛR−1 est triangulaire supérieure de diagonale Λ.

Donc dps limk→+∞Ak+1 = diag (RΛR−1) = Λ. �
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