Convergence de la méthode QR

Théoreme

Soit A € GL,, (C) de valeurs propres simples de modules tous différents.
1l existe donc P € GL,, (C) tel que A = PAP~! avec A = diag (M1, ..., \,) et
A1l > > || > 0.

On suppose que P~ admet une factorisation LU.
Alors la suite (Ay)g>1 de la méthode QR converge vers A.

La continuité de o~ vient de la méthode de calcul de la décomposition QR.

DEMONSTRATION
D’apres la définition de la méthode QR, pour tout k > 1, Ay 1 = RiQy ot Qr Ry
est la décomposition QR de Ay.

Il est immédiat que Vk > 1, Ay = RiQr = Q1 ArQk
car (), est unitaire.

k
Par récurrence immédiate, Vk > 1, Ay = QrAQ, ol Oy = H Q;.
i=1

k—1
On remarque que Vk > 1, A* = QR ot Ry, = H Ry_;.
=0

Eneffet Q1 (R1Q1) ... (R1Q1)R1 = Q1(Q2Rs) ... (Q2R2) Ry = ...

Onnote P = QR et P! = LU les factorisations QR et LU respectives.
Alors
Vk > 1, A¥ = PA*"P™! = QR(A*LAT")A*U.

OnaVk > 1, A\LAF = (A\FL;; )\j_k)ij triangulaire inférieure & diagonale de 1.
De plus

AN
Vk > 1, Vi>j, (A’“LA*’“)U - (A_) Ly 0.
j o
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Donc
lim AFLATF =1,.

k—4o00

En particulier,
lim R(AFLA™™)R™' =1,.

k—+4o0
Pour tout k& > 1, on note Q; Ry, 1a factorisation QR de R(A*LA~*)R~1,

Comme U, (C) est compact, il existe une sous-suite (Qy(x))r>1 de (Qr)r=1, conver-

geant vers une limite Q) € U, (C).
Alors . 5 3
Vk > 1, Rygy = le(lk)RAw(mLAfwk)Rfl Q Qfl.

La sous-suite (Ry))r>1 converge vers une limite R e TH(C).

Ainsi 2 la limite, I, = QR avec Q € U, (C) et R € T (C).
Par unicité de la décomposition QR,

Q=R=1I,.

Comme on peut tenir ce raisonnement pour toute sous-suite convergente de (Qx)x>1,
on en déduit que cette suite a pour unique valeur d’adhérence Q = I,. Comme
cette suite est bornée, elle converge vers I,,.

On en déduit immédiatement que la suite (R}, )y converge vers R = I,,.

Par ailleurs

Vk > 1, A = [RAFLA™* R RAFU = (QQ)) (R RA*U) = QR

Comme pour tout £ > 1, la matrice Ry RAFU est triangulaire supérieure. Il existe
Dy € M,, (C) diagonale tel que

DR, RAFU € TH(C) etVi € [1;n], |(Dy)iil = 1.

Par unicité de la décomposition QR,

Qr = QQkDZ

> 1, K .
vk { Ri = DRy RAFU
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Comme A = A' = QRAR'Q*,

Vk > 1, A = QL AQ
= (DyQ;Q")(QRART'Q")(QQxD;)
= DyQpRAR™' Qi Dj.

Pour tout k£ > 1, on pose By 1 = QZRAR‘lcék.
D’aprés précédemment, la suite (By,)x>2 converge et klim By, = RAR™.
—4-00

Donc pour tout k£ > 1,

App1 = DBy Dy,

=Dy (Z(Bk-f—l)il(DZ)lj)

1=1
= Di((Bi+1)i(Dp) 1),

= ((Dr)ii(Br+1)i(Dy)js),

= diag ((Bk+1)1.1 - - - (Br+1)nn) car Dy est diagonale
— diag (Bis)

Or

RAR'=R (i A“(R‘l)lj) = R(N(R™)y),,
= (Z Rz‘lAl(R_l)lj>

J
= (]l[i;+oo[(j) Z Ril}\l(R_l)lj> car R est triangulaire supérieure.
1=i

ij

Comme les coefficients diagonaux de R~! sont les inverses respectifs des coeffi-
cients diagonaux de R, RAR™! est triangulaire supérieure de diagonale A.

Donc dpslimy s o Apy1 = diag (RAR™) = A. O
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